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The eigenchannel method is applied to Coulomb excitation. The formalism is developed and the 
involved matrix elements are calculated analytically. Estimates for the density of internal states 
are given. This method should prove fruitful for the calculation of quantum mechanical corrections 
of the semi-classical treatment of Coulomb excitation. 

1. Die Coulomb-Anregung 

Wenn Kerne mit so geringer Energie E auf einen 
Target-Kern geschossen werden, daß sie den Cou-
lomb-Wall nicht durchdringen können, wird man 
keine Wirkung der Kernkräfte erwarten. In diesem 
Fall wird nur die Coulomb-Wechselwirkung die 
Flugbahn des anfliegenden Atomkerns bestimmen. 
Klassisch ergibt sich daher die Hyperbelbahn der 
Rutherford-Streuung. Da sich der Target-Kern wäh-
rend des Ablenkprozesses in einem zeitlich veränder-
lichen Feld befindet, ist es möglich, daß er angeregt 
wird. Wir haben es dann mit einem inelastischen 
Streuprozeß zu tun. Diese Art der Anregung ist zur 
Untersuchung der energetisch niedrigen Zustände der 
Kerne geeignet1 - 4 . 

Die Abb. 1 veranschaulicht den Ablauf des Streu-
prozesses bei der Coulomb-Anregung. Der Kern 1 
mit Protonen bewegt sich auf einer Hyperbelbahn 

Abb . 1. Das gestreute Ion (Kern 1) beschreibt relativ zum 
Target-Kern (Kern 2) eine Hyperbelbahn. 

r = r(t) in der x, ?/-Ebene an dem Target-Kern 2 
mit Z2 Protonen vorbei. Ein Proton am Ort f p spürt 
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dabei ein zeitlich veränderliches elektrisches Feld, 
das von Qv = | r - r p j abhängt, falls wir den Kern 1 
als punktförmig annehmen können. Findet eine An-
regung des Kerns 2 statt, so muß kinetische Energie 
des Kerns 1 an Kern 2 abgegeben und die Flugbahn 
des Kerns 1 verändert werden. Dieser Umstand ist 
für die anzuwendende Rechenmethode von Bedeu-
tung. 

Ist die Bahnänderung unerheblich, d. h. ist die 
Anregungs-Energie des Kerns 2 sehr klein gegen die 
Einschuß-Energie des Kerns 1, so kann der Weg des 
stoßenden Kerns in ausreichender Näherung als klas-
sische Hyperbelbahn beschrieben werden. Eine sol-
che Beschreibung wird als halbklassische Behand-
lungsweise bezeichnet. Der Wirkungsquerschnitt für 
die Coulomb-Anregung läßt sich dann schreiben 

t) - ( £ ) ^ ( D 
O - ' / Anregung \ ClJ^/Rutherford 

wobei P die Wahrscheinlichkeit ist, mit der ein in 
das Raumwinkel-Element dQ abgelenktes Teilchen 
den Kern anregt. Um P in seiner Abhängigkeit vom 
Streuwinkel und vom Anregungszustand zu finden, 
betrachten wir den Hamilton-Operator des aus Kern 1 
und Kern 2 bestehenden Systems. Der Beitrag der 
Kernkräfte zur Wechselwirkung wird nicht berück-
sichtigt, da der stoßende Kern wegen des großen 
Coulomb-Walls nicht in die Reichweite der Kern-
kräfte gelangt. Wenn auch die inneren Freiheits-
grade des stoßenden Kerns berücksichtigt werden, 
erhält man 

(2) 

2 L. C. BIEDENHARN U. P . I. BRUSSARD, Coulomb-Excitation, 
Clarendon Press, Oxford 1965. 

3 J. DE BOER, R. G. STOCKSTAD, G. D. SYMONS U. A . WIN-
THER. Phys. Rev. Letters 14. 564 [1965] . 

4 K. ALDER et al., Rev. Mod. Phys. 28, 432 [1956 ] . 

H = HKeiBl(r1)+HKem,(r2)+ + | f 
^ / Relativ- j»i = l Pi= 1 TV\Vi 

bewegung 

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift 
für Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the 
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs 
3.0 Germany License.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal 
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is 
to allow reuse in the area of future scientific usage.

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift für Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Förderung der
Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veröffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland
Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der 
Creative Commons Lizenzbedingung „Keine Bearbeitung“) beabsichtigt, 
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukünftiger wissenschaftlicher 
Nutzungsformen zu ermöglichen.



Dabei bedeutet ju die reduzierte Masse, p den zur Relativ-Koordinate gehörigen Impuls; 
i oc oc / \ xt i x, 1 _ ">9 ^ V. ) 'Vi 
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(4) { (2A 1 + 1) (2A2 + 1) (2A1 + 2A2 + 1) }1/s 1 + ! - ju2)! ( / 2 + yu2)! (X2 - fxx)! 

ist der reziproke Abstand des Protons px im Kern 1 zum Proton p2 im Kern 2. Abbildung 2 zeigt die 
Geometrie, die der Entwicklung von 1 /rPlPi zugrunde liegt5. 
Da wir uns nur für die größten Anregungswahrscheinlichkeiten interessieren, berücksichtigen wir lediglich 
die Terme = 0, ; . 2 = o , sowie Aj - 0, X2 = 1 bis 00 und A2 = 0, = 1 bis 00. Wir erhalten damit den 
Hamilton-Operator 

H = H0 + Hint, 

wobei 
und 

H0 = HKeTni(r1) +^Kern8(/-2) + ( p 2 / 2 / 0 Relativ- +Z1Z2e2/r 
bewegung 

(5) 
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^int = 4 .T e2 2 2 
Xi — l X 
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A b b . 2. D e r Vektor r (•&, cp) verb indet den K o o r d i n a t e n - U r -
sprung des Systems 1 mit d e m System 2, w ä h r e n d r p i p 2 den 
A b s t a n d eines Pro tons am Ort r p i von e inem solchen am Ort 

r p . 2 darstellt . 

Für den Fall der uns am meisten interessierenden 
Quadrupol-Anregung (X = 2) wollen wir die ver-
nachlässigten Terme abschätzen. Wenn Y4 M = 1 und 

|/16 JT/5 2 r-x Y2 ß(ftPt,(pPl) gleich dem Kern-Qua-
P1-1 

drupolmoment gesetzt wird, dann erhält man 
für das Verhältnis der beiden Wechselwirkungen 
yx1=2,xt=2 un(j yX,=<U,=2 

» 2 , 6 . 
berücksichtigt 

Für die Streuung zweier Urankerne mit dem Qua-
drupolmoment () = 10 barn und dem Kernradius 
R0 = 8 fm aneinander ergibt sich zum Beispiel für 
r = 10-/?0 = 80 fm 

S S g t - 4 , 4 3 - 1 0 - 3 . (9) 
* berücksichtigt 
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r/Xl = 2, X, = 2 
' vernachlässigt 
T/h = 0, ;., = 2 2 y • ' heriicksichtiet, ' 

(8) 

p-=1 

Demnach haben wir die Wechselwirkungs-Anteile 
> 0 , X2 = 1 bis 00 und X2 > 0, = 1 bis 00 zu 

Recht vernachlässigt. Für höhere Multipole ist das 
nicht ganz konsistent, weil zum Beispiel die Terme 

= Ä2 = 2 von derselben Größenordnung wie Xt — 0, 
X2 = 4 sind, aber gegenüber diesen nicht berücksich-
tigt werden. Die Berücksichtigung dieser Glieder 
macht keine Schwierigkeiten, jedoch ist der mathe-
matische Formalismus dann undurchsichtiger. 

Mit der Abkürzung 

M1(EX,ju) = Zi/PlYx,,(K^Pl) (10) 
Pi=i 

ergibt sich 

#int = 4rre2 2 
X 
2 x=i n=-x (2A + 1) 

- { Z 2 M 1 ( E K ^ + ( - ) ' Z 1 M 2 ( £ A , / U ) } . ( 1 1 ) 

Der Anteil H0 [Gl. ( 6 ) ] des gesamten Hamilton-
Operators H führt im Falle der halbklassischen Be-
handlung zu dem Rutherford-Streuquerschnitt. Der 
Operator Hmt berücksichtigt die Struktur der beiden 
aneinander streuenden Atomkerne. Wenn diese 
Wechselwirkung klein ist, kann man sie als zeitab-
hängige Störung betrachten, die den Ubergang der 
Kerne in angeregte Zustände bewirkt. 

Aus der Theorie der zeitabhängigen Störungs-
rechnung erhält man für die Übergangs-Amplitude 
in erster Ordnung der Störungsrechnung 

bif = 
1 

(f\Hint\i) exp{iwift} dt. ( 1 2 ) 



Dabei sind die Anfangs- und Endzustände i) und 
/ ) der beiden Atomkerne charakterisiert durch die 

entsprechenden Drehimpulse und ihre Einstellungen 
I, M. 

Bei unpolarisiertem Einfallsstrahl und unpolari-
sierten Target-Kernen ist über die Spin-Einstellun-
gen der Anfangszustände zu mittein und über die 
der Endzustände zu summieren. Man erhält damit 
für den differentiellen Wirkungsquerschnitt in erster 
Ordnung der Störungsrechnung bei der halbklassi-
schen Behandlung der Coulomb-Streuung 

da = / da \ 
d - Q \ dQ)Rutherford ( 1 3 ) 

1 
( 2 / l l + l ) ( 2 / » + l ) 

2 
Mu,M-2i,Mit,M2r 

6,7 2. 

Wenn ein Ion auf einen Target-Atomkern geschos-
sen wird und die Einschuß-Energie von der Größen-
ordnung der Anregungs-Energien der Kerne ist, so 
wird im Falle einer Anregung die Flugbahn des Ions 
merklich verändert. Die halbklassische Näherung ist 
dann nicht mehr anwendbar, weil die Flugbahn des 
Ions nicht durch eine Hyperbelbahn ersetzt werden 
kann; sie muß mittels Coulomb-Wellenfunktionen 
beschrieben werden6 ' ' . Anfangs- und Endzustände 
sind jetzt auch für die Bahnbewegung verschieden. 

Die Coulomb-Wellenfunktionen 

» ( r , 0 ) = 1 Ä/(r) P,(cos#) 
1=0 

sind Lösungen der aus dem Hamilton-Operator H0 

resultierenden Schrödinger-Gleichung. Für den Ra-
dial-Anteil Ri(r) gilt die Gleichung 

r~ dr \ dr 
k2 

2 rjk 1(1+1) 

Dabei ist k die Wellenzahl und 

r]=(Zx Z,e2)!(hv) 

Ri = 0 . 

(14) 

(15) 

der sogen. Coulomb-Parameter, der der Relativge-
schwindigkeit v der Atomkerne umgekehrt propor-
tional ist. 

Die Berechnung der Lbergangswahrscheinlichkeit 
erfolgt mittels zeitunabhängiger Störungsrechnung 
(gewöhnlich in erster Ordnung). Werden die Kerne 
von den Anfangszuständen mit den Spin In , hi in 
Endzustände mit l\f, I>f angeregt und sind die Kerne 
des einfallenden Strahls sowie des Targets nicht po-
larisiert, so erhalten wir den differentiellen Wir-
kungsquerschnitt, indem wir über die Anfangszu-
stände mittein und über die Endzustände summie-

da 
cl.Q 

U- Vf 
. 9\ o 

1 
(2rt h 2 ) 2 v. (2 l u + 1) (2 hi + l ) Mu ,mI-M x r ,M2 ) {^H 'm ' ' 

Die dazu gehörenden Wellenfunktionen lauten: 

0= 2 4 -T ( — ) i l exp yL -m(ftk,, 9?/,.() Yi>m(&, cp) F,(kj r) Iv Mu) | l2iM2i), i, m kj r 

/)= 24.1 (_)»£' ^SrjllilWl Ylt_m(&kflVkt) Y im(&, cp) F\(kf r) luMxf) \l2fM2f), k,r 
/obei 

1, m 

Fl(kr)=e -*»12 2 r ( 2 7 + 2 ) } ( 2 M ' + V * S F 1 ( Z + l - i f 7 , 2 Z + 2 ; 2 i A r ) 

(16) 

17) 

(18) 

und die Streuphase der Partialwelle mit dem Dreh- nicht mehr mit ausreichender Genauigkeit störungs-
impuls l theoretisch behandelt werden. 

d/ = arc r (l + 1 + i t]) (19) Wir suchen deshalb ein Verfahren, das die Dia-
ist. gonalisierung der Wechselwirkung Hmt erlaubt und 

Den beiden dargestellten Verfahren zur Behand- möglichst für einen großen Bereich des Coulomb-
lung der Coulomb-Anregung liegt die zeitabhängige Parameters i] anwendbar ist. 
bzw. die zeitunabhängige Störungsrechnung zu- Hier bietet sich die Eigenkanal-Theorie an, deren 
gründe. Mit zunehmender Einschuß-Energie wird Anwendbarkeit auf dieses Problem in den nächsten 
die Wechselwirkung Hint immer größer und kann Abschnitten untersucht werden soll. 
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N e w Y o r k 1955 . 
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2. Die Eigenkanal-Theorie 

Die Eigenkanal-Theorie ist zur Behandlung von 
Kernreaktionen von D A N O S und W . G R E I N E R ent-
wickelt worden8 . Ausgebaut und vervollständigt 
wurde sie von W A H S W E I L E R , W . G R E I N E R und Mit-
arbeitern 9. In Arbeiten von T O E P F F E R und W . G R E I -

NER wurde sie zur Behandlung der Elektronenstreu-
ung benutzt10. 

Bei Streuproblemen wird das asymptotische Ver-
halten der Eigenfunktionen des Gesamt-Hamilton-
Operators gesucht. Wenn wir zum Beispiel die Cou-
lomb-Streuung betrachten und annehmen, daß beide 
Atomkerne, der Kern des anfliegenden Projektils 
(Kern 1) und der Targetkern (Kern 2) angeregt 
werden können, erhalten wir 

H = H0 + Hmt, 

wobei H0 und Hmt durch die Gin. (6) und (7) ge-
geben sind. Die allgemeinste Lösung, die Streufunk-
tion, hat asymptotisch die Form 

V = 2 ( A c I c + BcOc) <pc . (20) 
c 

Die Amplituden der einlaufenden Wellen / r ( r ) und 
der auslaufenden Wellen Oc(r) denken wir uns so 
gewählt, daß die einzelnen Summanden in (20) mit 
der asymptotischen Entwicklung der Eigenfunktio-
nen von H0 übereinstimmen, also 

lc = 0* = exp | - i [kc r - ^ — ^ ^ 6 In 2 kc r j . 

(21) 
Die Funktionen cpc werden als Kanal-Wellenfunk-
tionen bezeichnet. Sie setzen sich aus den Kern-
Wellenfunktionen der beiden Atomkerne und dem 
Winkel-Anteil der Wellenfunktionen der Relativ-Be-
wegung zusammen. Ein physikalischer Kanal c ist 
charakterisiert durch die Quantenzustände der bei-
den Kerne 1 und 2, sowie durch Energie und Dreh-
impuls der Bahn-Wellenfunktion. 

Die kanalkoppelnde Wechselwirkung Hmt würde 
dafür sorgen, daß als Folge einer einlaufenden 
Welle in einem bestimmten physikalischen Kanal 
unter Umständen auslaufende Wellen in allen physi-
kalischen Kanälen auftreten. Die Zahl der physikali-
schen Kanäle ist unendlich groß. In der Praxis wird 

8 M . DANOS U. W . GREINER, Phys . Rev . 146 , 708 [ 1 9 6 6 ] . 
9 H. G . WAHSWEILER, W . GREINER U. M . DANOS, P h y s . R e v . 

170 , 8 9 3 [ 1 9 6 8 ] . - L . C. BIEDENHARN, M . DANOS. P . P. 
DELSANTO, W . GREINER U. H . G . WAHSWEILER, T h e E igen -
channel M e t h o d and Re la ted T h e o r i e s of N u c l e a r R e a c t i o n , 
Rev . M o d . Phys . , im Druck . 

sie jedoch auf eine numerisch zu bewältigende An-
zahl begrenzt, indem die Entwicklung nach Dreh-
impulsen abgebrochen wird und nur Kernniveaus 
mit wesentlicher Anregungswahrscheinlichkeit be-
rücksichtigt werden. Es gibt offene und geschlossene 
Kanäle. Geschlossene Kanäle entsprechen gebunde-
nen Zuständen der Relativbewegung. Offene Kanäle 
dagegen beschreiben Kontinuums-Zustände. Da es 
im Fall der Coulomb-Anregung keine gebundenen 
Zustände des Gesamtsystems gibt (selbst quasi-mole-
kulare Strukturen11, die durch Kernkräfte bedingt 
werden, bedeuten keine im strengen Sinn geschlosse-
nen Kanäle), haben wir es hier lediglich mit offenen 
Kanälen zu tun. 

3. Diagonalisierung der S-Matrix 

Wir betrachten in Gl. (20) asymptotische Lösun-
gen, in deren Gültigkeitsbereich die Multipol-Wech-
selwirkung zwischen Projektilkern 1 und Target-
kern 2 vernachlässigbar ist. Die Wechselwirkung 
kommt in der S-Matrix zum Ausdruck, die die Am-
plituden Ac der einlaufenden Wellen in die der aus-
laufenden Wellen transformiert: 

Bc=- 1 SCC'AC>. (22) 
c' 

Die S-Matrix-Elemente Scc' verknüpften also die of-
fenen physikalischen Kanäle c und c . Die Größe 
der S-Matrix ist durch die Zahl der offenen physika-
lischen Kanäle bestimmt. Bei vorgegebener Gesamt-
Energie, gegebenem Gesamt-Drehimpuls und gege-
bener Parität ist die Zahl der Kanäle immer end-
lich. Die S-Matrix ist unitär, das heißt, es gilt 

SS + = 1 oder IS;bSba=2\Sba\2 = l . (23) 
b b 

Die Unitaritätsbedingung für die S-Matrix ist der 
Aussage äquivalent, daß die Summe aller Über-
gangs-Wahrscheinlichkeiten gleich 1 ist. 

Wir wollen nun die S-Matrix durch die Forderung 
Bc = const • Ac auf die diagonale Form bringen. Un-
terscheiden wir die Diagonal-Elemente durch den 
hochgestellten Index v und schreiben wir die zuge-
hörigen Kanal-Amplituden als Ac = V'c und die 
Eigenwert-Konstanten const = — £v, dann gilt 

y Scc- VVC' =e"K. (24) 
c' 

10 C. TOEPFFER U. W . GREINER. A n n . Phys . N e w Y o r k 4 7 , 2 8 5 
[ 1 9 6 8 ] . 

11 W . SCHEID U. W . GREINER, Z . Phys . 226 . 364 [ 1 9 6 9 ] . 



Die Spalten-Vektoren 

sind die Eigenvektoren, die dazugehörigen Kanal-
Kombinationen sind die Eigenkanäle der S-Matrix. 
Da für eine gegebene Energie die Zahl n der Zeilen 
und Spalten der S-Matrix gleich der Zahl der offenen 
Kanäle ist, erhält man so viele Eigenkanäle wie of-
fene Kanäle. In der diagonalen Darstellung der 5-
Matrix erhalten wir mit Gl. (23) 

/ H » 0 
S S + = I 0 |e*|2 • I = 1 . (26) 

Weil wegen der Unitarität | e v J = 1 ist, muß e v die 
Form 

ev = exp{2 i <5"} (27) 

haben. Die Phase 6" wird als Eigenphase der S-Ma-
trix bezeichnet. 

4. Die Eigenkanal-Wellenfunktion 

Nun wollen wir die Bedeutung der Eigenkanäle 
und der dazugehörigen Wellenfunktionen erläutern. 
Die Diagonalisierung von S scheitert zunächst an 
der fehlenden Kenntnis der zu H gehörigen Scc'. 
Wir wissen vorerst nur, daß Scc' für H0 diagonal mit 
den Streuphasen als Eigenphasen ist, daß also die 
physikalischen Kanäle Eigenkanäle sind. 

Wir machen nun folgendes Gedanken-Experiment: 
Es seien die Amplituden Ar der einlaufenden Wel-
len gleich den Komponenten VI des r-ten Eigen-
kanals (25 ) , das heißt, AC = VVC . Dann ergibt sich 
für (20) mit Hilfe von (22) , (23) und (27) asym-
ptotisch 

Y (h - exp { 2 i ö"} Oc) <pc . (28) 
c 

Dies ist die asymptotische Form der Schrödinger-
Welle des »'-ten Eigenkanals (Eigenkanal in der r-
Darstellung) und wird daher als Eigenkanal-Wellen-
funktion bezeichnet. Mit (21) und (28) folgt 

V = 2 V? = 2 - 2 iVc exp{i (5"} cpc 
c c 

( Iti Z Z e2 \ 
• sin \kcr — In 2 kc r + dv . 

\ 2 71 vc / 

Wir sehen, daß die Eigenkanal-Wellenfunktion eine 
Überlagerung von stehenden Wellen in allen physi-

kalischen Kanälen mit der gemeinsamen Phasenver-
schiebung d" gegenüber der ungestreuten Welle ist. 
Dieses Resultat ist der Ausgangspunkt für die Be-
rechnung der Eigenphasen und Eigenkanäle. Wir 
suchen nämlich solche Eigenfunktionen des Gesamt-
Hamilton-Operators (5 ) , welche die asymptotische 
Form (29) haben. Die gemeinsamen Phasen für 
die solche Lösungen existieren, sind die Eigenphasen. 
Die dazugehörigen Amplituden der einzelnen physi-
kalischen Kanäle in (29) sind die Eigenkanal-Kom-
ponenten Vvc. 

5. Entwicklung der Eigenkanal-Wellenfunktionen 
nach abzählbaren Funktionen 

Die ungestörten Wellenfunktionen Unc von H0, 
nach denen wir die Eigenkanal-Wellenfunktionen 
von H entwickeln wollen, sind in der Energie kon-
tinuierlich. Um sie abzählbar zu machen, denken 
wir uns den Raum durch ein Kugel mit r = a unter-
teilt. Wir wählen einerseits a so groß, daß wir für 
den Außenraum r > a die Störung durch Hint ver-
nachlässigen dürfen. Andererseits darf a nicht zu 
groß sein, da sonst die Energie-Zustände im Innen-
raum sehr dicht liegen und deshalb sehr viele Eigen-
funktionen Unc berücksichtigt werden müssen. 

Würden wir als Randbedingung bei r = a zum 
Beispiel verlangen Unc = 0, dann wäre das Funk-
tionensystem der Unc zwar vollständig, aber bei der 
Entwicklung einer Funktion mit einer bei r = a belie-
bigen Randbedingung könnten Gibbssche Konver-
genzschwierigkeiten auftreten. Um diese zu vermei-
den, verlangen wir als Randbedingung für jeden 
Kanal c, daß die logarithmischen Ableitungen der 
Unc bei r = a mit der von xpc aus Gl. (29) überein-
stimmt. Die kc in (29) werden aus der vorgegebe-
nen Einschuß-Energie berechnet. Da für verschiedene 
c die Orthogonalität der Funktionen Unc durch die 
Kanal-Wellenfunktionen cpc gewährleistet ist, ist das 
so gewonnene Funktionen-System für r < a ortho-
gonal und vollständig. 

Wir suchen Lösungen, die für r < a den Gesamt-
Hamilton-Operator (5) diagonal machen. Deshalb 
muß H mit den Unc diagonalisiert werden. Da der 
Gesamt-Drehimpuls J und die Parität des Systems 
erhalten bleiben, benötigen wir zur Diagonalisierung 
lediglich Unc mit bestimmter Parität und bestimm-
tem Gesamt-Drehimpuls / . 

Das Ergebnis der Diagonalisierung ist ein Satz 
von Energie-Eigenwerten E'. Stimmt einer dieser 



Eigenwerte E' mit der vorgegebenen Einschuß-Ener-
gie E überein, so ist die in (29) auftretende und 
zunächst willkürlich angenommene Phase d" eine 
Eigenphase des Systems. Variiert man S von Null 
bis n, so tritt die Übereinstimmung zwischen Ev und 
E gerade so oft ein, wie offene physikalische Kanäle 
vorhanden sind. Die bei der Diagonalisierung an-
fallenden Eigenfunktionen 

V=2AncVnc (30) 
nc 

bestimmen aus der Forderung des stetigen Anschlus-
ses die Eigenvektoren V" der S-Matrix aus der Glei-
chung 
— 2 Vvc i exp{i <5V} <pc sin 

• lkc a - - Z l / 2 In 2 kca + ö>) (31) 
\ 2 h v ) 

— 2 Anc Unc(a). 
n 

Eine größere Zahl von verfügbaren Konstanten ist 
nicht erforderlich, da die logarithmische Ableitung 
auf beiden Seiten der Anschlußstelle schon überein-
stimmt. 

Wenn die Eigenphasen d" und die Eigenvektoren 
V" ermittelt sind, erhalten wir aus (24) und (27) 
durch Inversion die gesamte S-Matrix für eine be-
stimmte Gesamt-Energie bei vorgegebenem Dreh-
impuls und vorgegebener Parität: 

SC C '= 2 Vcexp{2 idv} VVC'. (32) 
V 

Mit der S-Matrix kann der Wirkungsquerschnitt be-
stimmt werden. Dazu bringen wir die Streufunktion 
•ip aus (20) im asymptotischen Bereich auf die Form 
einer einlaufenden ebenen Welle plus einer auslau-
fenden Kugelwelle. Damit lassen sich die Koeffizien-
ten Ac bestimmen, denn mit (20) und (22) folgt 

V~---2 Ac[ (7C — Oc) <Pc- 2 (Scc'-&cc) Oc'q>c'] . 
c c' 

(33) 

Der Wirkungsquerschnitt ist wie bei der elastischen 
Streuung durch die Streu-Amplitude der auslaufen-
den Kugelwelle gegeben 

6. Anwendung der Eigenkanal-Theorie auf die Coulomb-Anregung 

Für die Streufunktion im Bereich r > a , also im Außenbereich, erhalten wir ausführlich geschrieben 

V21 + 1 il n v [ exp{ — i(k3l,3i r - r\ In 2 a. r-lnj 2 ) } 
w= 2 — y,«, . ,/ ?,a„aä,S,/< l tfa„a2 L 

_ exp{i(A;ai,a, r-rj In 2 r-lnj2)} 
ir Vvai,a2 

V̂ jj, aä, S, ft 

]/2 l + 1 il n Y e x p { i ( ^ i W r -rj'Jn2 r -1 n/2) } (35) 
l ' "1 irVvai',at' 

v y z l + 1 v n v 
— Z —J7~ ~ * l , m 

(S2l', a2', 5', ft', V, m'\ alt a2, S, ft, l, 0 ^a/, a2', S', ft', V, Ttl'; j„ a2, S, fi, l, 0 ) a2, S, u j • 

Dabei beschreiben 04, a2 die Quantenzustände des Projektils bzw. des Targetkerns, l, m den Bahndreh-
impuls und S, ju den Kanalspin. 

Die Wellenfunktion ipai,at,s,ft setzt sich aus den einzelnen Wellenfunktionen des streuenden und gestreu-
ten Atomkerns zusammen 

y j a i , a i , S , f t = 2 v ; K e r n 1 , / l l A . 1 ^ K e r n 2 , / . , ^ ( A Jo S j / < j / 0 • ( 3 6 ) 

In der Schreibweise von Gl. (33) erhalten wir für die ein- und auslaufende Welle 

j _n*- exp{ ln2fca„a, r-lnj2)} 
* C~ "c ? (öl) 

VV'u 

für die Funktion qpc= 2 ~~ V a „ a 2 , s , , « Yi>m(S l J ju m M) (38) 
,«, m r 

und für die Koeffizienten Ac = V21+1 i1'1 Vn/ka„. (39) 



Damit erhalten wir für die Eigenkanal-Wellenfunktion (29) 

r — Y\. . In 2 k. . r - / t / 9 - U A1"» r = - 2 i exp{i ö< } 2 sin (Äai, a. r - tj3 „ In 2 Ä3|, a. r - 1 .T/2 + d' ) 

• 2 VKern,, 7,,,«, Wern.,/.,«. ( / i /o 5 j / q /<2 /<) ( 5 / / // m A/) Yl>m . 

Den differentiellen Wirkungsquerschnitt für den Übergang vom Anfangszustand a l , a 2 , S , j u ) zum End-
zustand a / , a2 ', 5 ' , ju') mit Gl. (34) zu 

T O = ? F F 2 di^ a„ a* S , a , ' , S',/«' 4 TT 7,0 (41) 
• (5a1',2;'.S',«'.r, ?H':a,. a,, S.«,?,0 — ^ a/, a,', S', /<T, m': a„ aä. 5, //, l, 0 ) 2 • 

In dieser Gleichung wird die S-Matrix in Kanalspin-Darstellung benutzt. Wir erhalten jedoch durch Dia-
gonalisierung der Wechselwirkung Hint im Innenbereich ( r < a ) die 5-Matrix zum Gesamtdrehimpuls / . 
Es besteht die Beziehung 

S2l',a.',S',u\l',m':al,2,.S,^,l,»> = 2 (SIJ /< m M) 'SiLl't0Li'ts',M'J',m'; «i.a„S,fi,l,m • ( 4 2 ) 
J, M 

Bei unpolarisiertem Einfallstrahl und unpolarisiertem Target erhalten wir, wenn der Kanalspin S un-
beachtet bleibt, 

d d o) = 72 T T i T T T / 4 . n 2 V 2 l + l Y l m i 
d-- / a1; a2: Oj', a2' ( ̂  /1 + 1) ( 2 / 2 + 1 ) l,V, S, S', 0, m', h, p' (43 ) 

2 (S U 0 M) (S' l' J // m M) 'Si1<a„S.uJ,0-, aS .S'y ,m' — ^a,', a.',S\ fi',l', ro':aj,at,S, «,/,()) 2-J, M 1 

Für die Wellenfunktionen Unc im Innenraum ( r < a ) werden Lösungen des Hamilton-Operators H0, und 
zwar die im Koordinaten-Ursprung regulären Coulomb-Funktionen benutzt. Wenn die radiale Quantenzahl 
n die Funktionen abzählt, erhalten wir 

U„,ai,a.,i,m = exp{ — j , . a , ^ /2 } ( - ) m — ^ ^ + * j * ^ - * 2 ' (2 i k„, 8li a,r)1 exp{i k „. a „ a är} Y] m ( & , <p) 

• 1 F 1 ' ( / + 1 + ^ „ , A , . A 2 , 2 L + 2;-2IKN,AI,2J) 2 U L J 2 5 I / < ! FU [L) ( S U J I M M ) YKERN, ^KERN, • ( 4 4 ) 

Für den asymptotischen Bereich ergibt sich 

7,« = ( - )Wi exp{« <3/} — 1 sin( A ; „ , 3 „ a 2 r - — ^»,a„a. In 2 Ä:„.a,.a, r + <3/ J /•̂ "oc «n,a„a2r \ " 2 " / (45) 
• 2 ^2 5 ; / < ! / ' 2 / 0 ( 5 / / | / / m M ) ^ K e r n , I^Kern, m ( # , < ? ) • 
A'l. «2- /< 

Diese Darstellung können wir verwenden, wenn die Bedingung k r rj und I erfüllt ist12. 

Die Eigenkanal-Wellenfunktion yjv wird im Innenraum ( r < c ) nach Wellenfunktionen Unc des Hamilton-
Operators HQ entwickelt [Gl. ( 32 ) ] . Die zu diesen U„c gehörenden Wellenzahlen knc erhalten wir durch 
die Forderung, daß die logarithmische Ableitung für jeden Kanal auf beiden Seiten übereinstimmt. Wenn 
die Schnittstelle r = a bereits im asymptotischen Bereich liegt, erhalten wir 

cot(&(*!,a2a ^aj.a. In 2 Ä^.a, a-lx/2 + ö'') (kai.a. -^a,.a2/a) (46) 
Z1 Z.2 e2 ii \ 

I | K/l, a,. a2 t«. a2 

Aus dieser transzendenten Gleichung können wir die Wellenzahlen kn, a,. a2 für jeden Wert von d' bestimmen. 

= cot 
Z1Z2 e2 u Iji ( i Zx Z2 e2 fi 

kn.^a, a — v,-y In 2 A:„.a,.a, ö - 0 + arc 1 \l + 1 + , , . 
n-kn . a,.a., " 2 \ r\- k 

k/i, a,. a2 7 ü ri~ Kn, a,.: 

1 2 A p p l i e d M a t h e m a t i c s , Ser ies 17, N B S , C o u l o m b W a v e F u n c t i o n s , V o l . I , 1952 . 



7. Die Radial-Matrixelemente 

Im Innenbereich muß der Gesamt-Hamilton-Ope-
rator mit den Unc diagonalisiert werden. Dabei tre-
ten Radial-Matrixelemente der Form 

lU,lf 
1 [Flf(k,r)-Fh (k,r) 

kj kf J.+i dr (47) 
ÄO 

des Integrals nach unendlich verschieben zu können, 
muß der Beitrag des Integrals zwischen den Grenzen 
r = o und r - > oo vernachlässigbar sein. Im asym-
ptotischen Bereich nimmt Gl. (48) die Form 

F i (k r) « s i n (kr + n 1/ 2 - j? In kr + d,) (49) 

an. Der abzuschätzende Beitrag ist dann für den 
Fall Z; = lf von der Größe 

auf. Wir interessieren uns nur für den Fall / = 2, 
daß heißt für die Quadrupol-Wechselwirkung, weil 
diese in der Kernphysik bei weitem alle anderen 
Multipolaritäten überwiegt. F;(kr) ist die Abkür-
zung für 

dr 
2 r3 

1 
4 a2"' 

(50) 

FAkr) -e-*nls\Jll + 1 + i r i \ (2kr) 
* * k r > - e 2 T ( 2 Z + 2) ( I k r ) 

i+\ 

• eikr tFi (l+l-ir],2l + 2 ; 2 ikr) (48) 

und R0 ist der Kernradius. 
Die untere Integrationsgrenze können wir nach 

Null verschieben, da die Coulomb-Wellenfunktionen 
im Kernbereich sehr klein sind und dort einen un-
wesentlichen Beitrag liefern. Um die obere Grenze 

Wenn die Aufteilung in Außen- und Innenraum 
durch eine Kugel mit dem Radius r = a = 15 R0 be-
werkstelligt wird, machen wir einen Fehler von etwa 
0,5%, das heißt, die obere Grenze des Integrals kann 
nach unendlich verschoben werden. 

lh,lf 
1 [Fh(k,r)-Flf(kfr) 

k< kf . Ji+t dr . (51) 

Die Lösung dieses Integrals für den Fall j Zj — If \ = / 
lautet4 

Mr+u =e^>2 
ni+i+itif) 

(2 k;) 
\r(Ui$)l 

r y + l + k + irii) :\rj f } v " \ ( 2 / i - l ) ! 
•F* ( - 2 1 + 1, Z + 1 - i r\f, Z + 1 + irjf\ - / + 1 - i - / + 1 

+ 2 Re [ein 1 - Y + * ISL±A±1 -in) - i I) 
' [\ 2 V f ) r(l+l-iVf) 

• F2 ( - 1 + 1 + i I, / + A + 1 - irji, l + 1 + ii]f; - / + 1 - i 

it; £/2Vf,y2rif) 
(52a) 

und MrZ+x1 (•r)i,Vf) =Mr+üX im, Vi) = e~*SMr+tf (->//, - rji), 

1 + i f ; £ / 2 rjfJ/2 Vf) 

(52b) 

wobei £ = Vf~Vi u n ( l ^ = ZlZ2e2/ (h v) ist. 
Die Konvergenz der Entwicklung nach Drehimpulsen ist nicht sehr gut1 3 '1 4 . Der maximale Beitrag kommt 

im Falle von Quadrupol-Übergängen von Drehimpulsen l^r j . Für Z>i/ nehmen die Beiträge mit e~il ab. 
Für kleine Werte von £ sind deshalb Matrixelemente zwischen F-Funktionen hoher Drehimpulse nötig. Zur 
Bestimmung dieser Matrixelemente werden Rekursionsformeln benutzt. Von den Quadrupol-Matrixelemen-
ten interessieren wegen der Erhaltung der Parität und des Drehimpulses nur zwei Arten, und zwar die mit 
1, — l f= ± 2 und die mit l-, = lf . Die beiden Arten sind verknüpft durch die Gleichung 

yMrf =y1M~t%2 + y2M~Ju+l + y3 M,+ 2 f 3 + y, Mr+u-l (53a) 

mit y= $1(1+1) (Vf2~Vi2), Vi = -rji2\l+l+irjf \ \l + 2+irjf\, 
21 + 3, . 

y-2 = ^ 2 / + 1 ! y]i 

2Z + 3 
Vi = ~ Vi Vf c 21+1 

l + 1 + itjf |, 

l + irjf | l+l+ i rjj 

y* = Vf2 !1 + 1 +' Ii I 1 + 2+ i rji (53b) 

1 3 L . C . BIEDENHARN, M . GOLDSTERN, J. L . MCHALE U. R . M . THALER. Phys . R e v . 1 0 1 , 6 6 2 [ 1 9 5 6 ] . 
1 4 L . C. BIEDENHARN, J. L . MCHALE U. R . M . THALER, P h y s . R e v . 100 , 3 7 6 [ 1 9 5 5 ] . 



Für Matrixelemente mit /; — // = i X existiert folgende Beziehung 

yiMr+\--\i-3 +y,Mr+T\i-2 + y3Mr+\--\,i-i + yA M f + V = 0 (54a) 

mit 
y1 = 2tjir]f\l-2 + ir]i\\l~l+ir]f \ \ l + X-2 + irji \, 

y 2 = + + l^(X-2)(r]-2 + r]f2) + Vi2~Vf2) 

+ (X - 2 ) ( ( 2 X - 3 ) V i 2 - 3 rjf2) + 6 r!? r,f2} , ( 5 4 b ) 

2/3 = U + A - l + i ^ l [ /2 (4 rj? + 2 + Z ( 4 ( A - 2 ) tf 
+ tf-Vf)-2(X-2) rj2 + 6 rjc rjf2] , 

y± = - 2 rjf2 | Z + A - 1 + i rji | | / + X + irji\\l + ir)f \. 

Um alle Quadrupol-Matrixelemente zu berechnen, brauchen wir lediglich die Matrixelemente M02 , M13 , 
A/24 , Mu , M42 mit Gl. (52a) zu berechnen. Alle anderen Matrixelemente können dann mit den Gl. (53) 
und (54) ermittelt werden. 

8. Die Winkel- und Spinanteile der Matrixelemente 

Die zu diagonalisierende Wechselwirkung ist durch Gl. (11) gegeben und hier in der Form 

//i„t = 4 7 z e 2 I £ ( r ) ( c ^ ) + ( - ) a c* ( r 2 ) ) ] W> dargestellt, 

m i t d ( r ) = -J+i-Yitli(&,<p), cj, (ri) = Z2 Mx (E X, /x), c£ ( r 2 ) = Zx M2(E X, fi). 

Wenn wir die Wellenfunktion (44) durch die Abkürzung (J1 ]2 S l J) beschreiben, erhalten wir die redu-
zierten Matrixelemente zu 15 

A 2 

( / / / . ' I S ' / ' / l l yzT+i W W W + ( - ) ^ ( r 2 ) ) ] [ 0 ] II Jt J2\SIJ) 

mit M1 = 1/2 y 1 + i 1/2 y 2 + 1 ( - ) H '+s+x+ J , { 5 ^ ' Y } d y , ; , . ( 7 / II cA ( n ) || A ) , 
M2 = 1/2 A + 1 V2 j2 + 1 ( - ) {J/£Jl} ÖJJ, {J2' || ^ ( r g ) I y2) . 

Dabei sind ( / / [| c i (r 1 ) | / 1 ) und (J2' J] c* (r2) ]| ] 2 ) die reduzierten Kern-Matrixelemente, die mit einem 
Kernmodell bestimmt werden. 9. Streuung gleicher Kerne aneinander 

Für den Fall, daß gleiche Atomkerne aneinander gestreut werden, müssen die Wellenfunktionen im In-
nenraum für identische Bosonen symmetrisiert und für identische Fermionen antisymmetrisiert werden. 
Bei Vertauschung der beiden Kerne 1 und 2 geht 

Ylm(&,<p) i n Ylm {n-<&,<p + 7i) = { - ) l Y l m 

über. Damit erhalten wir für die Wellenfunktionen \ 

U n, a,, a2, l, m = ( - )m il e x p { i < 5 „ , a i , a „ z } Yi>m(ft, <p) — - Fi{kn,ai,atr) 
kn, a„ a, 

v „ , C| WC 7,1 (y;, (ri) W , (r2) ± ( - ) *+'.+/, + * y,Jt ( r ) y ( r ) ) 
' 2 , ( / i / 2 * 5 | PifaM (SU \jumM) — — . 
.»./'I-MI 

15 M . ROTENBERG, R. BIVINS, N. METROPOLIS u. J. WOOTEN, The 3 — / and 6 — /' Symbols, Crosby Lockwood & Son, London 
1959. 



Bei Bosonen gilt das positive Vorzeichen; das nega-
tive gilt bei Fermionen. 

In der Regel betrachten wir die Streuung zweier 
Kerne, die am Anfang im Grundzustand sind. Wenn 
der Grundzustands-Spin zum Beispiel / = 0 ist, 
haben wir zwei identische Bosonen und müssen die 
Wellenfunktionen dieses Eingangs-Kanals symmetri-
sieren. Da der Hamilton-Operator diese Symmetrie 
nicht zerstört, müssen auch alle Ausgangs-Kanäle 
symmetrisch in den beiden Kernen sein. Wir erhal-
ten also nur Matrixelemente zwischen Wellenfunk-
tionen mit geradem Drehimpuls l. Dadurch wird die 
Zahl der zu beredinenden Matrixelemente kleiner 
und die Berechnung solcher Probleme vereinfacht. 

10. Abschätzung der Zustandsdichte 
im Innenraum 

Als Beispiel wählen wir den extremen Fall, daß 
Urankerne auf ein Urantarget geschossen werden. 
Wir betrachten zunächst den Verlauf des Potentials, 
und zwar den Monopol-Anteil und, da uns nur Qua-
drupol-Anregungen interessieren, den Quadrupol-
Anteil. 

Wir erhalten mit dem Kernradius R0 = 1,2 A1,3 fm 
äs 8 fm und Zx = Z2 = 92 für die Monopol-Wechsel-
wirkung am Kernrand 

Z12 e2 

4 7i en 8 fm 
1,52 103 MeV. 

Zur Abschätzung der Quadrupol-Wechselwirkung 
wird aus Gl. (11) der Anteil mit X = 2, 2 Y ? , ^ ! 

ß 
und Zx = Z2 = 92 benutzt. 

T e \ 3 {Z1 M-2 (E2, /jl) + Z2 Mx (E2, u ) } . O £0 /CQ 

Nach Gl. (10) ist 

p=t 

Dieser Ausdruck ist das Quadrupolmoment Q -1/5/16 n 
des Kerns. Für unsere Abschätzung soll Q = 10 barn 
betragen. Wir erhalten am Kernrand 

VO = 
5 e0R0* 

(Zj Q2 + Zo Qt) « 2 • 202 MeV. 

In Abb. 3 ist der Verlauf der Monopol- und der 
Quadrupol-Wechselwirkung dargestellt. Die darge-
stellte Quadrupol-Wechselwirkung ist die eines ein-
zigen Urankerns mit einer Punktladung Z = 92 im 

Abstand r. Sie verringert sich von 202 MeV bei 
r = R0 auf 0,202 MeV bei r = 1 0 / ? 0 und auf 0,025 
MeV bei r = 20 Rn . 

V M | MeV 

VQ|10keV 
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A b b . 3. Quadrupol - und Monopo l -Wechse lwirkung bei Be-
schuß eines Urantargets mit Urankernen als Funktion des 
Abstandes. A n n a h m e n : Kernradius R 0 = 8 fm, Quadrupol -

moment ^ = 10 barn. 

Die für die Eigenkanal-Theorie notwendige Auf-
teilung des Raumes muß demnach etwa zwischen 
dem zehnfachen und zwanzigfachen Kernradius vor-
genommen werden, je nachdem wie hoch die Ein-
schuß-Energie ist. Praktisch wird dies durch Ver-
gleich der Ergebnisse bei zwei verschieden gewähl-
ten Abschneideradien ax und a2 nachgeprüft. Die 
Quadrupol-Wechselwirkung ist dann ausreichend be-
rücksichtigt (und damit der Abschneideradius rich-
tig gewählt), wenn die Resultate bei Vergrößerung 
von a nicht wesentlich geändert werden. Wir wählen 
a = 1 5 / ? 0 * . Für andere Systeme, etwa Erbium — 
Sauerstoff, kann die Aufteilung bei kleinerem Ab-

* Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Kern angeregt wird, bevor 
sich die beiden Kerne auf den Abstand a genähert haben, 
beträgt, wie die asymptotische Abschätzung des Integrals 
(12) zeigt, im Maximal fa l l ( # = 1 8 0 ° ) etwa 2%o. 



stand vorgenommen werden, weil dort die Quadru-
pol-Wechselwirkung kleiner und die Energie der an-
regbaren Kernniveaus größer ist. 

Für die numerische Behandlung ist die Zustands-
dichte im Innenraum von Bedeutung, da die Größe 
der zu diagonalisierenden Matrizen davon abhängt. 
Zur Abschätzung der Zustandsdichte ersetzen wir 

Ein s c h u ß -

Ro 

A b b . 4. G r a p h i s c h e D a r s t e l l u n g einer A b s c h ä t z u n g für die 
Z u s t a n d s d i c h t e i m I n n e n r a u m be i E i n s c h u ß - E n e r g i e n von 2 5 0 . 
5 0 0 . 7 0 0 u n d 1 0 0 0 M e V . D i e N i v e a u - A b s t ä n d e s ind gegen-
über d e m O r d i n a t e n - M a ß s t a b f ü n f z i g f a c h vergrößer t . A n n a h -
m e n : K a s t e n b r e i t e /? ; l = 13 /?, , = 104 f m . £< = 1 2 0 ; damit l iegt 

d n / d E « s 4 0 , 2 / ( l / £ V ' M e V ) . 

das Potential im Innenraum durch ein Kastenpoten-
tial mit unendlich hohen Wänden. Dann gilt die Be-
ziehung 

E = h2n2n2/{2^Ra) , 

wobei E die Energie, ju die reduzierte Masse, Ra die 
Kastenbreite und n die Nummer des Zustandes ist. 
Mit ju= 120 und R:i = 10 R{) = 80 fm ergibt sich für 
die Zustandsdichte 

d £ / d n ^ 5 , 3 4 - 1 0 - 4 MeV n . 

Bei einer Einschuß-Energie von 250 MeV erhalten 
wir 

d n / d £ ^ 2 , 5 / M e V . 

Für das System Er166 — O16 wird für Q = 8 barn und 
r0 = 6 fm: d E / d n ^ 1,72 MeV, das heißt, hier wird 
die Zustandsdichte und damit die Größe der zu dia-
gonalisierenden Matrizen kleiner. Die Zahl der bei 
der Diagonalisierung zu berücksichtigenden Zu-
stände (Beschneidung des Hilbert-Raums) hängt so-
wohl vom Abschneideradius a, von der Stärke der 
Quadrupol-Wechselwirkung als auch von den An-
regungs-Energien der Kerne ab. 

Zusammenfassung 

Der halbklassischen und der rein quantenmecha-
nischen Behandlungsweise der Coulomb-Anregung 
lieg t die Störungsrechnung zugrunde. Ihre Anwend-
barkeit ist deshalb auf Wechselwirkungen beschränkt, 
die klein gegen die Energien der anzuregenden Kern-
niveaus sind. 

Im Falle hoher Einschuß-Energien treten jedoch 
Wechselwirkungs-Energien auf, die von gleicher 
Größenordnung und größer als die Energien der an-
zuregenden Kernniveaus sind. Ein Verfahren, das 
die Diagonalisierung erlaubt und die Mitwirkung 
mehrerer anregbarer Kernniveaus nicht nur als 
kleine Störung berücksichtigt, ist die Eigenkanal-
Theorie. Diese Theorie ist dargestellt und im einzel-
nen erläutert. Die Formeln für die Wellenfunktionen 
in Außen- und Innenbereich sowie für den Wir-
kungsquerschnitt und die für die Diagonalisierung 
notwendigen Matrixelemente und Rekursionsformeln 
wurden angegeben. Für den Fall, daß gleiche Atom-
kerne aneinander gestreut werden, sind die symme-
trisierten bzw. antisymmetrisierten Wellenfunktio-
nen des Innenbereichs ermittelt worden. Eine grobe 
Abschätzung der Dichte der Zustände im Innen-
bereich wurde durchgeführt. 

Die Arbeit zeigt, daß es möglich ist, die Coulomb-
Anregung im Rahmen der Eigenkanal-Theorie zu be-
handeln. Der numerische Aufwand ist entsprechend 
der Kompliziertheit des Problems erheblich. Es sollte 
jedoch gelingen, die relativ großen Quadrupol-Wech-
selwirkungen zwischen streuenden Kernen und die 
entsprechende Anregung mehrerer Kernniveaus, ins-
besondere für die Streuung leichter Ionen an Ker-
nen, zu behandeln. Dadurch wäre es möglich, den 
Einfluß quantenmechanischer Effekte, die in der 
halbklassischen Theorie unberücksichtigt bleiben, 
quantitativ zu erfassen. Da die Messungen bei einer 
festen Energie E durchgeführt werden, brauchen Av i r 



nicht die S-Matrix als Funktion der Energie, son-
dern nur bei fester, durch das Experiment vorgege-
bener Energie zu berechnen. Lediglich bei Streu-
problemen mit großem Coulomb-Parameter r] wird 
die Auswertung durch die zu diagonalisierenden um-
fangreichen Matrizen erschwert. 

Die detaillierte Durchführung der vorgelegten 
Theorie am Beispiel der Coulomb-Anregung der 
Rotationsniveaus deformierter Kerne ist in Vor-
bereitung. 

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. O. 
S C H E R Z E R , danke ich für sein Interesse, das er diesem 
Problem entgegenbrachte und für wertvolle Anregun-
gen und Ratschläge bei der Fertigstellung dieser Ar-
beit. Die Problemstellung der Arbeit ergab sich aus 
Diskussionen mit meinem Bruder, Professor Dr. W. 
G R E I N E R , wofür ich ihm danken möchte. Dank gebührt 
audi den Herren Dr. C . TOEPFFER, Dr. W. SCHEID und 
K. SCHÄFER für Diskussionen und Hinweise. 

Correlation Function Approach to Short-Range Order in the Ising-Model 

R A I N E R J . J E L I T T O 

Institut für T h e o r e t i s c h e P h y s i k d e r Univers i tät K i e l 

(Z. Naturforsch. 25 a, 181—188 [1970] ; received 2 December 1969) 

B y push ing f o r w a r d the d e c o u p l i n g f r o m the three- to the f our -po in t corre la t i on f u n c t i o n short-
range order is sys temat i ca l ly i n t r o d u c e d into the d e s c r i p t i o n of the statistical b e h a v i o u r o f the 
I s ing -mode l . A p p l i c a t i o n of a p r o c e d u r e which is a natura l genera l i zat ion of that invented b y 
B o g o l j u b o v and T j a b l i k o v for the H e i s e n b e r g - m o d e l , l e a d s to an overa l l - approx imat i on f o r the 
magnet izat ion and t h e neares t -ne ighbour corre la t i on w h i c h m a y b e c o m p a r e d with the I s i n g - m o d e l 
variant of Oguch i ' s two-sp in-c luster m o l e c u l a r f ield theory . T h e results of bo th a p p r o x i m a t i o n s are 
very s imilar both f o r l o w and h igh t e m p e r a t u r e s , b u t f o r the transit ion p o i n t the n e w approach 
y ie lds values which l ie c o n s i d e r a b l y l o w e r and t h e r e f o r e are m o r e re l iab le than those f o l l o w i n g 
f r o m Oguch i ' s theory . M o r e o v e r , the c o m p a r i s o n wi th a s l ight m o d i f i c a t i o n o f the theory which 
is a lso presented in this paper , i l luminates the p h y s i c a l m e c h a n i s m which is r e spons ib l e f o r the 
f o r m a t i o n o f c o r re la t i ons wi th in the o r d e r o f a p p r o x i m a t i o n , c o n s i d e r e d . 

1. Introduction 

Beyond any doubt the technique of quantum-
statistical Green's functions and correlation func-
tions is one of the most powerful tools in the mo-
dern theory of interacting Ar-particle systems in 
general and in the theory of magnetism in particu-
lar. 

Applied to the Heisenberg ferromagnet already 
its simplest version which consists of a decoupling 
approximation in the three-point function as given 
by B O G O L J U B O V and T J A B L I K O V 2, leads to a de-
scription of the temperature dependence of the mag-
netization, in which the correct low temperature be-
haviour of this quantity is incorporated as well as 
a phase transition. After some slight modifications 
in the decoupling procedure this approximation 
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yields the best overall-description of the Heisen-
berg-model existing up to this day. 

On the other hand it clearly suffers from the 
fact of being essentially a single particle theory, in 
which statistical correlations of the z-components of 
spins at different lattice sites are neglected in the 
same way as they are in the Weiss molecular field 
approximation. Clearly, this is due to the fact that 
the decoupling is performed in the three-point func-
tion. But unfortunately great mathematical difficul-
ties arise, if one tries to push this decoupling for-
ward to a higher order of these functions and thus 
to take into account correlation effects in spin-
clusters as this was done by O G U C H I 3 or P. R . 

W E I S S 4 within the frame of molecular field theories. 
For the Ising-model the chain of Green's func-

tions may be explicitly summed up because of the 
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